INTEGRIEREN

MIT DEM

INTEGRAPHEN CORADI

SYSTEM: ABDANK-ABAKANOWICZ

AUFGABEN AUS DER TECHNIK
MIT LOSUNGSBEISPIELEN

VON

DR. H. SCHILT

HERAUSGEGEBEN VON G. CORADI












INTEGRIEREN
MIT DEM
INTEGRAPHEN CORADI

SYSTEM: ABDANK-ABAKANOWICZ

AUFGABEN AUS DER TECHNIK
MIT LOSUNGSBEISPIELEN

VON

DR. H. SCHILT

HERAUSGEGEBEN VON G. CORADI



Nachdruck verboten.
Alle Rechte, insbesondere das der Uebersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten.
(Copyright 1950 by G. Coradi, Ziirich.)

Druck : Imprimerie Centrale 8. A., Neuchitel (Suizse).



INHALT

I Der Integraph.. . .

1.
2,

I  Die

Mathematische Grundlagen

Der Bau des I[ntegraphen . .

a) Grundlagen . . . . . +

b) Eingehende Beschreibun

Die Handhabung des Integraphen .

Integralkurven .

Bedeutung der Integralkurven .
a) Das bestimmte Integral

b) Fortgesetzte Integration .

IIT  Anwendungen

-

.

10.
11.
12,

13.
14.

Bestimmung der Flichen und Momente von geschlossenen Kurven .

Numerisches Beispiel . . .

Querkrafte und Biegungsmomente eines belasteten Balkens . . . .

Numerisches Beispiel . . . .
Elastische Linie -

Auflosen von algebraische Gleichungen . .
Numerisches Beispiel . . . .
Deviationsmoment und hiéhere Momente
Numerische Beispiele . .
Haupttrigheitsachsen . .
Rotationskdrper

Differentiation . .

Beispiele

Fehlerrechnung . . . . . . . . . .
Linienintegrale . .

Seite

10
10
10
12

15
15
15
16

19
19
23
24
26
27

29
30
32
34
34
38
39
40
42






VORWORT

In der Praxis hat man &fters von belicbig gegebenen Kurven die Integrale auszuwerten,
wobei die Kenntnis der Integralkurve gewiinscht wird. Gewidhnlich ist diese Arbeit mit viel
Miihe verbunden, namentlich, wenn die Kurven nur graphisch gegeben sind. In diesem Falle
kann man mit Vorteil den Integraphen verwenden.

Die vorliegende Schrift stellt sich die Aufgabe, Behandlung und Anwendungsmoglich-
keiten des Integraphen in der Technik zu skizzieren und genaue Anleitung zu geben, wie die
Integralkurven ausgewertet werden, welchen Einfluss die verschiedenen Stellungen des
Integraphen auf die Kurven haben und wie diese bei der Auswertung zu beriicksichtigen sind.

Diese Darlegung zerfallt naturgemadss in drei Teile. Im ersten Teil sind die Grundlagen
des Instrumentes sowie dessen Bau und Behandlungsweise beschrieben. Der zweite Teil
handelt von den wichtigsten Eigenschaften der verschiedenen Integralkurven, und der letzte
Teil enthélt Anwendungsbeispiele.

Die Miglichkeiten des Integraphen sind durch die Beispiele in dieser Schrift bei weitem
nicht erschopft. Es sollte aber dennoch méglich sein, die einschligigen Probleme der Technik
auf Grund der hier dargelegten Fille mit dem Integraphen zu lésen. Eine Integralion mit
dem Integraphen kann bedeutend rascher erfolgen als dies auf graphischem oder numerischem
Wege mdoglich ist. Aus diesem Grunde ware es zu wiinschen, wenn dieses Heft dazu beitragen
kinnte, dass der Integraph mehr als bisher zum Integrieren herangezogen wiirde.

Ich mochte nicht verfehlen, an dieser Stelle Herrn G. Coradi fiir seine Ratschlige zu
danken ; auch hat er als Fachmann die Beschreibung des Apparates iibernommen.

DEr VERFASSER






I. DER INTEGRAPH

1. Mathematische Grundlagen

a) Das unbestimmie Integral
Es sei y = g(z) eine Funktion, von der wir das unbestimmte Integral

fg(x}dx:fydx

betrachten wollen. Dieses Integral ist eine neue Funktion ¥ = G(z), die die Eigenschaft hat,

dass ihr Differentialquotient % proportional der Funktion y = g(x) ist. In Zeichen :

Definition
dv g{x} des unhe-
— 2L, stimmten
dx A Integrals

Hierin ist A eine von x unabhéngige Grisse, die die gleiche Dimension wie x hat und der wir
den Namen Basis der Integration beilegen wollen. Basis
In der Mathematik wird die Basis gewdhnlich als Langeneinheit verwendet und des-
wegen in den meisten Formeln gar nicht geschrieben. Fiir das Folgende spielt sie aber eine
wichtige Rolle.
Sowohl die Funktion y = g(z) als auch Y = G(x) konnen je durch eine Kurve dargestellt
werden, wir nennen sie Grundkurve, bzw. Inlegralkurve. Grundkurve
Das unbestimmte Integral und damit die Integralkurve ist durch die oben gegebene Ttegnlliorye
Definition nicht vollstindig festgelegt. Denn jede Kurve, die aus ¥ durch Parallelverschieben
in Richtung der Y-Achse hervorgeht, besitzt die
angefiihrte Eigenschaft. Die Integralkurve ist erst GRUNDHLRYE |
eindeutig bestimmt, wenn man angibt, wie gross
ihre Ordinate fiir x = x,; sein soll. -~

b) Konstruktion der Integralkurve

Die Integralkurve kann auf Grund ihrer De-
finition konstruiert werden. Von M aus (Abb. 1) %
werde nach links die Lange A (Basislinge der Integra-
tion) MM abgetragen. Die Ordinate von M schneide
die z-Achse in U. UM besitzt dann die gleiche  INTEGRALKURVE
Richtung wie die Tangente der gesuchten Integral- Avb 1

—

dY .
kurve, da o tg T ist. INTEGRALKURVE UND GRUNDKURVE



Richtlineal

Fiithrungs-
wagen

Soll nun die Aufgabe mechanisch gelést werden, so hat man nur einen Schreibstift oder
ein Zeichenbrett nach der vorgegebenen Richtung UM zu fithren. Die Aufgabe lisst sich, wie
Abdank-Abakanowicz hemerkte, mit einer Infegrierrolle losen. Diese ist nichts anderes als
ein scharfkantiges Radchen, das auf dem Papier immer nur in der Richtung seiner Um-
drehungsebene (= Normalebene zur Drehachse) fortschreiten kann. Wird die Achse der
Integrierrolle stets normal zur Richtung UM gefithrt und gleichmassig mit der Ordinate von
M fortbewegt, so beschreibt die Integrierrolle gerade die Integralkurve der vorgelegten
Grundkurve. Die Konstruktion des Integraphen Coradi besteht darin, ein Radchen in der
eben beschriebenen Weise zu fithren.

2. Der Bau des Integraphen

a) Grundlagen

Abbildung Z2a und die perspektivischen Bilder zeigen uns den Bau des Integraphen.
Dieser besteht aus zwei Linealen L und L', die auf den Laufrollen r immer parallel zur y-Achse
bleiben und nur in der Richtung der x-Achse beweglich sind. Auf diesen Linealen konnen sich
zwei Wagen W und W' in der Richtung der y-Achse frei bewegen. Der eine trigt an ecinem
Arm den Fahrstift ¢ und der andere die Integrier-
rolle i und mit dieser den Schreibstift k. Von M aus
geht ein Stab, der iiber U/ drehbar und verschiebbar
gelagert ist, und der auf der andern Seite von U
einen Wagen W" trigt. Dieser Stab heisst Richi-
lineal. Mit Hilfe eines Parallelgestéanges vermittelt
der Wagen W' der Integrierrolle die Richtung des
Stabes MU.

b) Eingehende Beschreibung

Der Integraph hat auf dem Zeichenbrett drei
Auflagepunkte, von denen zwei durch die an der
Achse O befestigten Rollen r und r" (Abb. 2b") und
der dritte durch den Fahrstift f oder dessen Stiitze
gebildet werden. Die beiden an gemeinschaftlicher
Achse befestigten Rollen r geben dem Apparat eine
zu dieser Achse rechtwinklige Fiihrung, so dass der A%, 2o
Apparat sich in dieser Richtung auf beliebig langer,
gerader Linie auf dem Zeichenbrett bewegen lasst. ~ SCHEMA DES INTEGRAPHEN
Die U-formige Fithrungsschiene, in welcher zwischen
zwei Bilgeln die Walze rr auf Kugellagern ruht, besitzt zwei zueinander parallele Gerad-
fiihrungen L und L', die rechtwinkling zu der Bewegung des Apparates und ihrerseits
parallel zur Achse O der Walze rr gerichtet sind.

In der Rinne der vordern Geradfithrung L bewegt sich zwischen drei Rollen der Fiihrungs-
wagen W, der das mit einer Teilung versehene Basislineal B trigt. An dessen Ende befindet
sich in einer verschiebbaren Hiilse der Fahrstift {, Auf dem Basislineal B ist ferner eine mit
Nonius und Mikrometerwerk versehene Hiilse angebracht, die zum Einstellen der gewiinschten
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Abb. 2b

Basisldnge dient. Diese Hiilse tréigt die bewegliche Vertikalachse M, in deren oberstem Teil
das Richtlineal D festgeklemmt ist. Dieses ist in seiner Lingsrichtung verstellbar. In der
hintern Geradfithrung L’ bewegt sich der Integrierwagen W', an welchem sich die Integrier-
rolle i und die durchbohrte Zeichenhiilse befindet. In diese kann eine Bleistiftfassung oder
eine Reissfeder eingesetzt werden. Die Reissfeder wird durch ein kleines Parallelogramm
selbsttitig in ihre Zeichenspur eingestellt. In der Mitte der Fithrungsschiene befindet sich
eine zweite vertikale Achse [J. Diese triagt einen Rahmen g, in welchem eine leicht drehbare
Rolle gelagert ist, in deren Rinne das Richtlineal D gleitet. Auf dem Richtlineal bewegt sich
der Wagen W", welcher durch das Parallelogramm pp mit dem Rahmen C der Integrierrolle
verbunden ist. Dadurch wird die Umdrehungsebene der Integrierrolle bestiandig parallel zum
Richtlineal gefiihrt.

Wenn der Fithrungsarm so gestellt ist, dass das Richtlineal senkrecht zur Filhrungsschiene
steht, — mit andern Worten : wenn das Richtlineal sich in der Richtung der z-Achse befindet —

Abb. 2b’

11
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Orthogonal-
stellung

Basis

Arretierungs-
stift X

Einstellung
der Basis

Orientierung
des Apparates

so ist die Umdrehungsebene der Integrier-
rolle ebenfalls parallel zur x-Achse eingestellt
(Abb. 2c). Wir nennen dies die Orthogonal-
stellung des Integraphen. In dieser Stellung ist
der Abstand der beiden Drehachsen des Richt-
lineals gleich der Basis des Apparates. (Die
Basis entspricht dem Fahrarm des Polarplani-
meters.)

Wenn in der Orthogonalstellung der Ap-
parat sich bewegt, so erfolgt keine seitliche
Bewegung des Integrierwagens. Der Fithrungs-
wagen kann in dieser Stellung mittelst eines
frei fallenden, mit X bezeichneten Stiftes
fixiert werden. Sobald der Fithrungswagen die
Orthogonalstellung erreicht hat, greift ndmlich
dieser Stift in eine Quernute ein, die sich in
einem mittelst Schrauben seitlich verschieb-
baren Stahlstiickes befindet. Der Stift X kann
bei Nichtgebrauch durch eine Viertelsdrehung

ENTEGRRLK LBV
gesichert werden. Er bleibt dann in der Hihe.
Die vordere, auch in Kugeln gelagerte
Drehachse des Richtlineals befindet sich in
& Hollchse dirs Feabruses,

der Hiilse N, die auf dem Basislineal B ver-
schiebbar ist. Das Basislineal triagt eine Teilung
in mm und in ¥/}, engl. Zoll. Mit Hilfe des Mi-
krometers und der angebrachten Nonien kann
die Hiilse N bequem auf Y/, mm oder /"
genau eingestellt werden. Die im Kasten des
Instrumentes befestigte Tabelle gibt diejenigen
Nonieneinstellungen an, die ganzzahligen Basis-
langen entsprechen. INTEGRAPH IN ORTHOGONALSTELLUNG

b

H-Rckse der Jeicheung

Abb 2c

3. Die Handhabung des Integraphen

Soll mit Hilfe des Integraphen eine Integralkurve konstruiert werden, so muss der
Apparat zuerst nach den Achsen der gegebenen Zeichnung orientiert werden. Dabei ist auf
folgendes zu achten :

1. Die Bewegung des ganzen Apparates muss in der Richtung der z-Achse erfolgen.
2. In der Orthogonalstellung muss der Fahrstift sich genau auf der a-Achse der Zeichnung
bewegen,

Um dies zu erreichen, verfahrt man so: Der Fiihrungswagen wird mit dem Stift X in
der Orthogonalstellung fixiert. Alsdann fasst man den Apparat links und rechts in den Walzen-
biigeln und hebt ihn etwas vom Papier auf. Der Apparat wird nun solange verschoben, bis der
Fahrstift sich auf der x-Achse der Zeichnung befindet und gleichzeitig das Basis- und das
Richtlineal parallel zur a-Achse liegen.
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Um beim Orientieren die Lage zu korrigieren, kann auch die Fithrungsschiene L oder L’
als Visier auf eine Ordinate beniitzt werden, da Fiihrungsschiene und Ordinate ebenfalls
parallel zueinander sein miissen.

Bewegt man bei fixierter Nullstellung den Apparat in der x-Richtung, so soll der Fahr-
stift auf der gewdhlten Abszissenachse bleiben. Abweichungen sind durch weiteres Andern
der ganzen Lage des Apparates zu korrigieren.

Der Apparat ldsst sich leichter orientieren, wenn man eine Vorrichtung benutzt, die
gestattet den Fahrstift seitlich zu verschieben (vgl. perspektivische Abb. 2b). Diese Vorrichtung
besteht in einer besondern Hiilse f, in der ein Lineal F durch Druckschrauben festgeklemmt
werden kann. Dieses Lineal ist um ca. 25 em oder 10" verschiebbar und trigt an seinem Ende
die Zeichenhiilse Z. Fiir Integraphen, die mit dieser Vorrichtung versehen sind, dient als
dritter Stitzpunkt eine nach allen Richtungen drehbare Laufrolle R. Neben dieser Rolle
befindet sich der Fiihrungsgriff G. Der am verschiebbaren Stab befindliche Fahrstift { schwebt
ganz frei und soll nie zur Fihrung des Apparates beniitzt werden.

Diese Vorrichtung gestattet nun auch, dass mit dem einmal orientierten Apparat mehrere
Integrationen ohne Neuorientierung ausgefiihrt werden kénnen. Man hat nur den Fahrstift
auf die neue x-Achse einzustellen.

Ehe man eine Figur umfahrt, muss man den Integrierwagen W' immer so stellen, dass
seine Bahn soweit als moglich frei ist. Dabei haben wir folgendes zu beachten : Bewegt man
den Integraphen in der Richtung der Basis, so hat der Integrierwagen W' die Tendenz, nach
dem Ende derjenigen Hélfte von LL’ zu laufen, auf dem sich der Fithrungswagen W befindet.
Bewegt man den Apparat umgekehrt, so geht der Integrierwagen gegen das andere Ende. Die
Bewegung des Wagens erfolgt umso rascher, je weiter der Fithrungswagen von der Mitte ent-
fernt ist. Nach dieser Hegel {iberlege man sich immer zuerst, in welcher Richtung der Integrier-
wagen lduft und lisst dann diesen moglichst am entgegengesetzten Ende auf die Zeichnung
hinunter. Zum Heben und Senken der Integrierrolle dient die Schraube h, die am Integrier-
wagen W' angebracht ist. Man kann die Rolle aber auch von Hand heben und verschieben.

Die Ordinatendifferenzen der Integralkurve kdnnen auch am Integraphen direkt bis auf
Zehntelsmillimeter genau abgelesen werden. Das Lineal L’ besitzt ndmlich eine Millimeter-
teilung, und der Wagen W’ tragt einen Nonius.

Bei kurzen Basen (z. B. 5-8 cm) ist die seitliche Bewegung des Fahrwagens W von der
Orthogonalstellung aus in der Richtung nach positiven und negativen i beschrankt, Dies rithrt
sowohl von der maximal zuldssigen Winkelbewegung des Integrierrollenrahmens C als auch
von der Stellung des Wagens W" zur Fithrungsschiene L' her. Der Wagen W" vermag néamlich
die Fihrungsschiene zu beriihren. Man kann daher grosse Figuren nicht mit einer kleinen
Basis umfahren.

Die Fahrstiitze s bewirkt, dass der Fahrstift etwas iiber der Zeichenebene schwebt. Um
den Anfang einer Umfahrung zu markieren, sticht man den Fahrstift durch einen leichten
Druck mit dem Finger ins Papier; eine Feder hebt diesen Stift wieder in die Hohe.

Der Fahrstift oder dessen Arm ist in einer Hiilse H auf dem Basislineal festgeklemmt.
Der Fahrstift lisst sich mit der Hiilse verschieben, derart, dass die Abszissendifferenz zwischen
Fahrstift und Schreibstift eine runde Zahl wird. Die zusammengehorigen Ordinaten der
Grund- und der Integralkurven sind dann um diese Differenz gegeneinander versetzt. Bei
kleinen Basen gelingt es, den Fahrstift auf die Ordinate der Schreibfeder einzustellen (Ab-
szissendilferenz 0, korrespondierende Ordinaten). Aber auf diese Weise verliert man an Weg
fiir die Bewegung des Integrier- und des Fithrungswagens, da diese dann nicht nebeneinander
vorbeigehen konnen. Unsere Zeichnungen sind alle, der Uebersichtlichkeit halber, mit
korrespondierenden Ordinaten ausgefiihrt.
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Basisrichtung

Fiir die Auswertung der Zeichnung ist es noch wichtig zu wissen, welche Richtung die
Basis des Integraphen beim Zeichnen hatte. Als Basisrichtung bezeichnen wir die Richtung
der Strecke MM von M nach M (vgl. Abb. 3). Hat die Basis die gleiche Richtung wie die
positive z-Achse (Fithrungswagen W aufl der gleichen Seite wie pos. x), so ist die positive

"-Richtung der Integralkurve gleich gerichtet wie die positive y-Achse der Grundkurve. Sind
aber Basisrichtung und x-Richtung entgegengesetzt, so wechseln bei jeder Integration die
positiven Ordinatenrichtungen (vgl. Abb. 4, 4b, 5a, 6b, 7, 8). Es ist zu empfehlen, bei jeder
Zeichnung die Lage des Instrumentes, die Griisse und die Richtung der Basis schematisch
anzugeben,.

Alle Abbildungen in diesem Heft, die Integralkurven darstellen, sind verkleinerte Bilder
von Kurven, die mit dem Integraphen Coradi Type II ausgefithrt wurden. Die angegebenen
Masse beziehen sich auf die verkleinerten Bilder und kinnen dort direkt nachgemessen werden.
Die Basislingen sind auch verkleinert; in Wirklichkeit ist die kleinste mogliche Basis bei
diesem Integraphenmodell 5 em.

GRUNDHURVE
b/

Fichtung o Basis und X-Achse enfpeqengesefz?
—

y

INTEGRALKURVE

‘(\ U

DER EINFLUSS DER BASISRICHTUNG
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II. DIE INTEGRALKURVEN

4. Bedeutung der Integralkurven

a) Das bestimmie Integral

Eine Kurve, die wir Grundkurve nennen wollen, habe die Ordinaten y und stelle die
Funktion y = g(x) dar. @ und b seien zwei bestimmte Abszissen dann heisst

b b
szg(x)dz: =fyd:c

das bestimmie Integral der Funktion y = g(xr) zwischen den Grenzen a und b oder kurz das
bestimmte Integral von y zwischen a und b.

Unter dem bestimmten Integral stellt man sich gewdhnlich — etwas ungenau allerdings —
eine Summe vor, deren Summanden alle kleine Grossen sind?. In unserem Falle sind die
Summanden Flichen df von Rechtecken, mit den Hohen y und den Breiten dx (vgl. Abb. 4a).

b b
fyd;r:fd,f.

Von unserem bestimmten Integral F 1
diirfen wir sagen, dass es gleich der GRUNDKURVE /
Flache F(ab P(Q) sei, die von der Grund- a
kurve, der x-Achse und den beiden — P
Ordinaten x = a und x = b eingeschlos- 4 o . e
T
sen wird, da
e
b
fdf = F{ab PQ) .
a INTEGRALKURVE sl F
R ol
Zwischen dem bestimmten Integral

und der in Nr. 1 definierten Integral-
kurve besteht nun eine bedeutsame ma- -~ —Basis—n
thematische Beziehung. In der Theorie Abb. 4a
der Integralrechnung wird gezeigt, dass INTEGRALKURVE UND FLACHENINHALT

! Fir die genaue Formulierung und fiir die Beweise sei auf die reiche Literatur tiber Integral- und
Differentialrechnung hingewiesen.
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das bestimmte Integral von y zwischen a und b gleich ist der Differenz der Ordinaten
G(b) — (a) G, einer Integralkurve von y, multipliziert mit der Basis der Integration.

[G(b) — G(a)] mal Basis = Fliche (ab PQ).

Ein bestimmtes Integral ldsst sich daher in einfacher Weise aus der durch den Integraphen
gezeichneten Integralkurve ermitteln. Nennen wir die Ordinatendifferenz der Integralkurve
AY, so kann man schreiben ;

b
A-AY =fydx=F(abPQ).
(i

b) Forlgeselzte Integration

Die zuerst erhaltene Integralkurve Y nennen wir nun erste Integralkurve Y,. Diese
Kurve benutzen wir als neue Grundkurve und erhalten durch Integration daraus eine zweite
Integralkurve V,. Das Verfahren kann auch mit dieser Kurve wiederholt werden. Wir erhalten
so hohere Integralkurven, die wir der Reihe nach numerieren.

Um die Bedeutung dieser Kurven zu

erfassen, kann man folgende Ueberlegungen
GRUNDKURVE 2 / durchfiihren (vgl. Abb. 4b):
Y Nach dem oben Dargelegten ist nun
' AY, = Y,(&) — Y,(0) proportional der
£ Fliche F;, die durch die erste Integral-
9 p’ o kurve, die x-Achse und die entsprechenden
ot Ordinaten umschlossen wird.
[ i Es ist daher:
¥ “% A 1 AAY, = F,.
e ar
1. INTEGRALKURVE _,-yr_f L Diese Fliche kann aber aus horizontal-

liegenden Flachenelementen df, aufgebaut
werden. Aus der Abbildung 4b liest man ab :

ah=E -9

Daraus folgt dann:

2. INTEGRALKURVE £ E £
o% Aﬂ=f%=f@—ﬂﬁ=1f@—ﬂﬂ-
Y. 0 0 LI 0
xﬂ
3
Das Integral M, =f(§—m)d,’ bezeichnet
x= 0
% N man als das statische Moment der Flache F
3. INTEGRALKURVE beziiglich x = £ als Achse. Aus der zweiten In-
tegralkurve lasst sich somit das statische Mo-
Abb. 45 ment der Grundfliache beziiglich irgend einer

FLACHE, STATISCHES MOMENT UND TRAGHEITSMOMENT  zur y-Achse parallelen Geraden bestimmen,
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Es ist:
MEZ i2-AY,.

Fiir die dritte Integralkurve folgt daraus nun, dass AY,= Y, (&) — Y,(0) proportional ist
dem statischen Moment der Fliche I in bezug aul x =& als Achse. Fiir einen Summanden
dieses Moments ergibt sich:

§—x ., 1., o9
R
‘Wir erhalten daher:
£ & £
z E—ux 1 df 1
2AY, = = — — )R = — z)2df .
A2A df, - & w)l 27 (& —x)prdf
) v g 0

£
Das Integral J. =f(§—;x}=d,f ist nun gleich dem Trégheitsmoment der Grundflache in
0

bezug auf x = £ als Achse. Daher:
Je=22-4Y,.

In dieser Weise kann man fortfahren und erhalt fir die hihern Momente :
Mpe=1-2-3...(n—Dn- MY, 44 (6) — Ypa 0)].

Hierin ist Y., die Ordinate der n + 1. Integralkurve und M. das Moment n.ter Ord-
nung von F beziiglich x = £ als Achse,

§
] n5=f($—x)ﬂd,f.
0

Zusammenfassend kann gesagt werden :

Die erste Integralkurve dient zur Bestimmung der Fliche der Grundkurve,

Die zweite Integralkurve gibt die statischen Momente der Grundfliche.

Die dritte Integralkurve gestattet die Bestimmung der Trigheitsmomente der Grund-
flache.

Man beachte, dass die Momente immer beziiglich Achsen geliefert werden, die den Linealen
L und L' parallel sind.

Werden nach jeder Integration andere Basen verwendet, so sind unsere Formeln sinn-
gemiiss zu erweitern :

F == HIAYI;
JW‘E .- j’l}ﬂdYQ »

..........

Mpg=1-2-3...(n —1n-4ly... 2014V, .
Hierin bedeutet A; die Basis bei der i.ten Integration.
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III. ANWENDUNGEN

5. Das Bestimmen der Fliichen und Momente von geschlossenen Kurven

In der Praxis kommt es haufig vor, dass die zu integrierende Kurve geschlossen ist.
Sie ist ein Querschnitt eines Balkens, einer Schiene, einer Tragfliche usw. Will man eine
geschlossene Kurve integrieren, so kann man sich vorstellen, dass diese Kurve aus zwei
Asten bestehe. Man kionnte nun jeden Ast einzeln integrieren, die Differenz der Einzel-
ergebnisse ergibe dann das Resultat. Wenn man die geschlossene Kurve in einem Zuge
umfihrt, bildet der Integraph diese Differenz selber. Interessiert man sich nicht nur fiir die
Momente der geschlossenen Fliche in bezug auf eine bestimmte Achse, sondern in bezug auf
irgend eine beliebige Achse, so hat man die Kurve mit dem Fahrstift anderthalbmal zu
umfahren (vgl. Abb. 5a). Die Kurve wurde von 0 ausgehend in der Richtung der Pleile
wmfahren, derart dass man folgenden Weg zuriicklegte : 0-1-2-3-4-1-0-1-2-3. Das Stiick 0-1
wurde dazu genommen, damit man die Momente auch fiir Achsen bestimmen kann, die
ausserhalb der Flache zwischen 1 und 0 hindurchgehen.

Der Integraph zeichnet dann drei ineinander ibergehende Kurvenziige, ndmlich :

0‘_1*_2!__3: ) 32_41_1.*_6: i 0’“1"'2"3‘ :

Die Ordinatendifferenzen dieser Kurven miissen nach Nr. 4 entsprechenden Flichen aus der
Grundfigur proportional sein. Wir bezeichnen mit dem Symbol 2°-4" die Strecke (Ordinaten-
differenz) zwischen 2" und 4', 4 sei, wie immer, die Basis der Integration.
Dann ist:
A+ (2'-4") = Flache F,,
A-(4'-2") = Flache F,,
1+(2'-2") = Gesamtfliche F, + F;.

Benutzen wir die ersten Integralkurven als neue Grundkurven, so erhalten wir die in Ab-
bildung da mit zwei Akzenten bezeichneten Kurven, die sinngemdéss durchnumeriert sind.
Wir erwarten, dass diese Kurven uns gestatten, die statischen Momente der Grundfigur zu
bestimmen,

Es ist:
A2(2"-4") = statisches Moment der Fliche F,,

A2(2"-4") = statisches Moment der Fliche F,,
A*(2"-2") = statisches Moment der Gesamtfliche.

Alle diese Momente beziehen sich auf die Achse 2-4,
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Dort wo die Anfangskurve 0"-1"-2"-3" die Schlusskurve 0"-1"-2"-3" schneidet, befindet
sich der Punkt C. Fiir eine Achse, die durch diesen Punkt geht, verschwindet das statische
Moment, Es ist also eine Achse, die durch den Schwerpunkt der Grundfigur geht. Nun geniigt
es, die Grundkurve noch in einer andern Richtung zu integrieren, um eine weitere Schwerlinie
zu erhalten Damit wire der Schwerpunkt dann vollstindig bestimmt (vgl. Abschniff 9 und
Abb, 9).

Eine Integration der doppelt akzentuierten Kurven ergibt das Kurvensystem, das durch
drei Akzente ausgezeichnet ist. Dieses System liefert uns die Moglichkeit, die Trigheits-
momente der Grundfigur zu bestimmen,

Es ist :

2/3(2'-4"") = Tréagheitsmoment der Flache F,,
223(4'-2""") = Tragheitsmoment der Fldche F,,
223(2'"-2"") = Tragheitsmoment der Gesamtflache.

Alle diese Momente beziehen sich wieder auf die Achse 2-4. Das Trigheitsmoment [iir eine
Achse durch 0 wire etwa gegeben durch :

223(0)“’_ ﬁ!ﬁ') .

Auch das Vorzeichen der einzelnen Grissen lasst sich zweifelsfrei bestimmen. Es sei das
Vorzeichen des statischen Momentes der Flache F, gesucht. Eine vom Umfahrungssinn und
vom Koordinatensystem unabhéngige Vorzeichenbestimmung ist folgende :

Die Grisse der Fliche F, wird gegeben durch die Strecke 3'-4'. Wir setzen fest, dass
alle Flichen positiv gezdhlt werden sollen. Die Richtung von 2 nach 4 wéhlen wir dann als
positive Bezugsrichtung. Da die Integration mit einer nach negativen r weisenden Basis
erfolgte, so hat man diese Bezugsrichtung bei jeder Integration umzukehren. Sie ist dann
am nebenstehenden Pfeilsinn abzulesen. Die Richtung von 2" nach 4” ist nun dem Pfeil
entgegengesetzt. Somit ist das statische Moment der Flache F, negativ zu zdhlen.

Die Grisse der Basis entscheidet iiber den Masstab der Integralkurven. Um giinstige
Verhaltnisse zu bekommen, ist folgende Faustregel niitzlich :

Man wiihle die Basis 4 ungefahr gleich %, |/ab. Hierin bedeutet a die mittlere Lange
und b die mittlere Breite der Figur.

Ist die Figur nach einer Richtung hin stark gedehnt, so ist es zweckmissig, sie in dieser
Richtung zu verkiirzen oder in der andern zu strecken.

Es ist zu empfehlen, das Umfahren einer geschlossenen Figur immer an einem &ussersten
Ende zu beginnen, damit die Integralkurven nicht mit unnitigen Umkehrspitzen behaftet
werden,

Zum bessern Verstiandnis sei noch ein numerisches Beispiel angegeben.

Als Grundfigur ist ein Rechteck gewdhlt, dessen Breite = 3 cm und dessen Liinge = 5 em
misst. Das Rechteck ist in Abbildung 5b und ¢ in natiirlicher Grisse gezeichnet. Die Integral-
kurven sind in richtigem Masstab gedruckt, so dass an ihnen direkt gemessen werden kann.
Damit man den Einfluss der Basis anschaulich sieht, ist das gleiche Rechteck einmal mit der
Basis 4 = 4 cm und das andere Mal mit der Basis 1 = 5 cm integriert. Die Ergebnisse sind
in zwei Tabellen zusammengestellt ; zum Vergleich stehen auch die berechneten Werte daneben.
Bei der Beurteilung der Genauigkeit darf man nicht vergessen, dass es sich hier um repro-
duzierte Kurven handelt. Die Genauigkeit liegt bei Originalkurven um 1% %, herum; sie
hangt auch von der Kurvenform ab,
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Bei der Auswertung der Kurven hat man sich auf die Momente beziiglich der Achsen
durch die Punkte 2 und 0 beschrankt.

Der Vollstdndigkeit halber ist in jeder Figur noch angegeben, was 1 cm Ordinaten-
lange darstellt.

6. Querkriifte und Biegungsmomente eines belasteten Balkens

Es sei AB (Abb. 6a) ein belasteter Balken, der in A eingespannt ist und auf den eine
kontinuierliche Last und Einzellasten wirken. Die kontinuierliche Last werde durch die
Belastungsfunktion p(r) gegeben. Die noch unbekannte Auflagerkraft in A heisse P,. Die
Einzellasten L; wirken an den Stellen x;.
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Die Querkraft an der Stelle x = & die von dem links von £ liegenden Teil ausgeiibt wird,
berechnet sich nach der Formel ;

'
Q5 =r —fp{x)d(:r)—- Fize
i~ [era0—Y

Tp<{

Die Querkraft erhalt man also durch Integration der Belastungsfunktion. Um dabei auch die
Einzellasten zu beriicksichtigen, braucht man nur an den Stellen, wo diese wirken, den Wagen
W' des Integraphen um den Betrag der Einzellast zu verschieben. Wirkt die Einzellast im
Sinne der kontinuierlichen Last, so verschiebt man den Wagen in der Richtung, in der er
sich zufolge dieser kontinuierlichen Last bewegt. (Bei entgegengesetzt wirkender Last entspre-
chend umgekehrt.) Man erhélt so eine unstetige Kurve A' 2" B'. Da hier die Auflagerkraft P,
noch unbekannt ist, weiss man zunéichst nicht, von wo aus die Querkrifte zu messen sind.
Nun ist aber in unserem Fall die Querkraft am freien Ende B gleich null. Die Querkrafte
miissen daher von der Horizontalen durch den Punkt B’ aus gemessen werden. Inshe-
sondere ist 4-(A;, — A") = Q(0) die Auflagerkraft P, in A.
Das Biegungsmomen! an der Stelle x = £ ist :

i

&
M@=ﬂﬂm—fw—wm@m»— {5y,
0 7 :

Hierin bedeutet M (0) das Einspannmoment in A ; die zwei letzten Glieder kinnen als statisches
Moment der Belastungsfunktion aufgefasst werden. Wir erhalten diese Glieder, indem wir die
Querkraftfunktion integrieren :

£
M@ = 210)— [ 0@ dr.
1]

Hierin sind die Einzellasten mitberiicksichtigt. In unserem Fall ist das Einspannmoment
M(0) noch unbekannt. Wir iiberlegen nun folgendermassen: Die Querkraftfunktion setzt
sich aus der Kurve A’ 2" B" und der Horizontalen durch B’ zusammen. Integriert ergibt sich
aus A'2" B' die Kurve A" 2" B"; die Horizontale hat als Integral eine schiefe Gerade. Das
Biegungsmoment muss zwischen beiden Kurven gemessen werden. Die gegenseitige Lage
dieser Kurven bestimmt sich nun durch die Forderung, dass das Biegungsmoment am Ende B
verschwindet. Infolgedessen muss die Gerade durch den Punkt B” gehen. Das Biegungs-
moment an der Stelle x =& wird durch die Strecke M (%) gemessen; inbesondere ist
Ay — A" gleich dem FEinspannmoment M(0). Mit dem Integraphen ergeben sich die
geforderten Verhiltnisse, indem man die Querkraftfunktion (einschliesslich der Horizontalen)
von A’ beginnend einmal umf#dhrt.

Als ein weiteres Beispiel behandeln wir noch den in A und B gestiitzten Balken (Abb. 6b).
Es seien wieder p(x) die Belastungsfunktion und L; die Einzellasten. Der Unterschied gegen-
iiber dem ersten Beispiel liegt darin, dass nach der ersten Integration die Querkrifte noch
nicht absolut bestimmbar sind ; wir miissen zuerst nochmals integrieren und erhalten so die
Kurve A” 2" B". Nun weiss man aber, dass die Biegungsmomente sowohl in A als auch in B
null sind ; die Verbindungsgerade A" B” umschliesst daher mit der Kurve A" 2" B" zusammen
die Momentenflache. Die Gerade A" B" ist aber die Integralkurve einer horizontalen Geraden
Ay By im Querkraftdiagramm. Diese Gerade sucht man mit dem Integraphen herauszufinden
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indem man den Integraphen so fithrt, dass er die schrage Gerade zeichnet. A B; stellt dann die
Achse dar, von der aus man die Querkriafte zu messen hat.

Wieder diene ein numerisches Beispiel der Klarung.

Es sei ein einseitig eingespannter 4 m langer Balken gegeben, der pro Meter 2 Tonnen
wiegt und auf den im ersten Viertel eine Last von 4 Tonnen wirkt (Abb. 6e).

Eine Abszisse von 3 cm im Belastungsbild entspricht in Wirklichkeit 2 m. 1 cm Ordinate
dagegen stellen 2 t/m dar. Die Basis der Integration ist in der Richtung der Abszisse zu messen
und betrigt 3 em (bzw. 5 cm). In Wirklichkeit misst sie daher 2 m (bzw. 10/3 m).

Fiir die erste Integralkurve stellt 1 em Ordinatenlinge 4 t dar: denn es ist Ordinaten-
differenz im Masstab der Grundkurve mal Basis = (2t/m)-(2m) =4 t. Fiir die zweite
Integralkurve (Biegungsmomente) stellt 1 em Ordinatenlinge 8 mt dar. Namlich:
(2 t/m) (2 m)? = 8 mt.

Die Querkraft in der Mitte des Balkens ist nach Rechnung = 4 t. Auf der Zeichnung
messen wir 1 em, also auch gleich 4 t.

Das Biegungsmoment in der Mitte errechnen wir zu 4 mt. Man misst in der Zeichnung
0,5 cm ; das sind 4 mt.

Analog liegen die Verhiltnisse bei der Zeichnung mit der Basis b cm, die in Wirklichkeit
10/3 m entspricht. In der Abbildung 6e sind immer die wahren Werte fiir die Ordinatenliange
1 em angegeben.

Auf Grund der Ausfithrungen lassen sich alle verwandten Probleme losen, wie Berech-
nungen von Briicken, Tragflichen usw.

a-h x-f

7. Die elastische Linie

Die elastische Linie # = 7 (x) eines belasteten

. L . e
Balkens berechnet sich aus der Gleichung: g
. M (x)
n ( } — 7 ‘E /_
M(x) ist das Biegungsmoment der wirkenden -4 i)
Kriafte an der Stelle x, J bedeutet das Trag- 41
heitsmoment des Querschnittes und E ist der Y X

Elastizitdtsmodul des Materials. # wird also durch
zweimalige Integration der Funktion M(x)/JE

erhalten (Abb. 7). J%"\ 7 e
Man tragt in irgend einem Masstab die
b

Funktion M (x)/JE auf. Die dadurch erhaltene
Kurve integriert man zweimal. Hier ist es
besonders wichtig, bei jeder Integration auf die
Auflagerverhéltnisse zu achten, da bei den Auf-
lagern die Grossen # und %’ bestimmte Werte
annehmen miissen, die die Lage des Schreibstiftes

des Integraphen bestimmen. In unserem Beispiel Abb. 7
(einseitig eingespannter Balken) ist fir = =10
auch ' =0 und 5 = 0. ELASTISCHE LINIE
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8. Das Auflésen von algebraischen Gleichungen

Der Integraph kann in sehr einfacher Weise dazu beniitzt werden, algebraische
Gleichungen hihern Grades aufzuldsen. Es sei etwa:

ﬁnxn-l—an_ll‘"*l—l— a e os —|—ﬂ1x+ﬂu=0
gegeben. Die Lisungen dieser Gleichung sind die Nullstellen der Funktion :
y= 02"+ dp 2 . T+ g,

Unser Problem ist gelost, wenn es gelingt, diese Funltion graphisch darzustellen.
Wir differenzieren die Funktion n mal und erhalten :

y =ne "+ (n—Da, 2" 24 ... a4,
' =nn—Da,a"t 4+ (n—1)(n—Da,_;ja"F4 ... 4 24a,.

;;-'("Jzn{n—l)...Q-l-an.

Jede dieser Funktionen ist das Integral der nachfolgenden. Die letzte y'™ stellt eine Parallele
zur z-Achse dar und kann also leicht gezeichnet werden. Alle andern erhilt man dann durch
aufeinanderfolgendes Integrieren. Es ist:

y(n—l):fy(ﬂ}dx’

;;' =fy'ﬂ':n.

Bei diesen Integrationen ist besonders darauf zu achten, dass jede Funktion fiir x = 0 einen
bestimmten Wert hat, durch den die Lage der x-Achse fiir die ndchste Integration festgelegt
wird.

Wihlt man als Basis die Linge A, so muss man bei jeder Differentiation mit 4 multipli-
ziéren, so dass man folgendes Funktionenschema erhilt :

Ay =4 (nga" i ... La),
2y =2(nn—aa"t 4 ... + 2a),

Ay — Jnp(n—1)...2:1a,.

Der Ordinatenmasstab ist beliebig wahlbar ; jedoch muss er fiir das ganze Funktionen-
schema beibehalten werden. Die Gradsse der Wurzeln wird mit den Teilen der Basis gemessen.
Wir geben folgendes Beispiel ;

Man soll die Wurzel der Gleichung

P —5x2—29x - 120=0
bestimmen.
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Deviations-
moment

Wir teilen die Basis in 5 Teile und stellen infolgedessen das Schema auf

y =a*—5da® — 292 4 120,
Ay = 1522 —50x— 145,
Ay = 150x — 250,

Ayt = 750 .

Das Integral der letzten Funktion ist eine schrige Gerade (Abb. §). Diese soll fiir x = 0 den
Wert — 250 haben. Diesen Wert tragt man auf der Ordinatenachse im richtigen Masstab auf.
In der Abbildung ist die positive Richtung der Ordinatenachse jeweils mit einem Doppelpfeil
ausgezeichnet. Diese Richtung wechselt in unserem Beispiel immer, weil die Basis entgegen
der x-Achse gerichtet ist (vgl. Nr. 3). Nachdem in der ersten integrierten Funktion die x-Achse
eingezeichnet ist, kann diese Funktion weiter integriert werden., Aus der Abbildung ersieht
man alles Nitige. Nach drei Integrationen erhidlt man die gesuchte Funktion, die an den
Stellen

r, =—35,14, T, =+ 3.5, r, = + 6,7

verschwindet.

9. Deviationsmoment und héhere Momente

Bei gewissen Fragen spielt das Deviations- oder Zentrifugalmoment C,, eine wichtige
Rolle. Es ist definiert durch das Integral :

szffxyda:dyzfmyd[,

wobei das Integral {iber die ganze Fliche zu erstrecken ist, Man kann auch dieses Integral
mit dem Integraphen losen. Zu solchem Zweck fithren wir ein neues Koordinatensystem u, v
ein, das gegen das alte um 45° gedreht ist. Die alten Koordinaten sind dann mit den neuen
durch die Beziehung :

x=l—}5(u—v), y=Vi§(u+u)

verknipft,
Das Deviationsmoment lisst sich damit schreiben :

Cxﬂzfxyd,f:% f(u*—vf)d,f:;fu‘zd,f-—-%fy?d[.

Das Integral fuidf = J,, stellt nun nichts anderes dar, als das Trigheitsmoment der Fliache
in bezug auf die v-Achse. Entsprechend ist fuzd,‘ = J, das Tréigheitsmoment der Fliche

heziiglich der u-Achse,
Um C,, mit dem Integraphen zu bestimmen, hat man den Apparat nur um 45° zu
drehen, so dass seine Richtung in die u-Achse zu liegen kommt, und bestimmt das Triigheits-
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moment J, nach den Angaben aus Nr. 5. Hierauf dreht man den Apparat um 90° und bestimmt
Jy. Aus J, und J, berechnet sich das Deviationsmoment nach der Formel :

: 1
(‘:r.y == E(Ju_"ru)-

Nach derselben Methode lassen sich auch hohere gemischte Momente bestimmen, etwa Hihere
gemischte

von der Form: M., = f xytdf . Momente
Wir bilden :
o 1 1
V20— 0) = 5@ + 0P — 50— 2P =2 + Bayt.
Daraus entnehmen wir :

wt = L2 0 — vy —

o3
o :

3
Damit erhalten wir fiir

2 /2 1 /2 1
Moy =fa:y=df = gfuadf— l?fv’*df = §f«t"‘d1‘ = ',_] (May— Mau) — < May ,

wenn  Mag, =fu°‘df, j‘vfgu=frﬁd,f und Ms, =f:c'°‘d;' gesetzt wird. Diese Integrale

sind durch die vierten Integralkurven direkt gegeben.

Abbildung 9 gibt ein Beispiel, wie diese gemischten Momente mit dem Integraphen Numerisches
bestimmt werden. Man integriert die gegebene Figur in bezug auf 4 Richtungen je 4 mal. Belapiel
Jede Richtung ist gegen die vorhergehende um 45° gedreht. Es ist vorteilhaft, beim Integrieren
immer mit einem &Ausseren Punkt zu beginnen. Die Punkte 1, 2, 3, 4 sind fiir je eine Richtung
solche Stellen und dienten bei den entsprechenden Integrationen als Anfangspunkte. Wir
werten nun die Integralkurven beziiglich Achsen aus, die durch einen beliebigen Punkt 0
gehen. Die gemessenen Werte und die daraus berechneten Momente sind in der Tabelle 1
zusammengestellt. Die Vorzeichen bestimmen wir so, dass die Flachen positiv werden ; wir
benutzen also den Pfeil im Flichendiagramm als Bezugspfeil.

Im weitern bestimmen wir auch noch den Schwerpunkt § der Figur, indem wir durch die
Punkte C,, C,, C;, C, die Achsen zichen, die sich alle in S schneiden miissen (vgl. Nr. 5).

Eine zweite Tabelle gibt die Werte der Momente fiir die Achsen durch den Schwerpunkt.

Wir entnehmen aus Tabelle 1:

J, =515 cm?; J, = 1,75 cm®.

Daraus erhalt man fiir das Deviationsmoment C,,

Cpy = %(J, —J) =22emt.

Ferner ergibt sich fiir:

2 1
M.'-r.tp = Ll3 (*11311 — M3z,) — § M3§' s

= V?z (— 8,8 cm® — 2,34 em®) — % (— 10,4 em®)

=—179ecm?,
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Hauptachsen-
richtung

Haupttrig-
heitsmomente

10. Haupttrigheitsachsen

Es kommt hin und wieder vor, dass man von einem Querschnitt die Hauptachsenrich-
tungen x* und y* kennen michte, Diese kénnen bekanntlich dann berechnet werden, wenn
man in bezug auf ein Achsenkreuz #, # durch den Schwerpunkt die Trigheitsmomente J3z und
Jg sowie das Deviationsmoment Czg kennt. Nach Nr. 9 lassen sich diese Momente mit dem
Integraphen bestimmen. Der Winkel o, unter dem die Haupttrigheitsachsen z* und y* gegen
die Achsen #, # geneigt sind, l4sst sich nach der Formel® berechnen :

2Czg . Jg— J5 .
Ji—dJdz o Ji—dJz

tg 2a =

Die Haupttrigheitsmomente sind dann:

Jaey dye — (J; + I+ Yz + me+ 4c§y)

!

J5 4+ Jz + V(g —Jap + (s _J_ﬁ)).

Bl | =t B e
———

Aus der Tabelle 2 wiirde fiir die Abbildung 9 hervorgehen :
Ju = 1,25 em?t, J, =078 emt, J,= 1,29 em?, J, =074 cm?t.

Daraus finden wir :
Czg = (0,28 cm?,
tg2¢ =1,17, a = 24°45' (bzw. 1147 45")
Jze, Jye = 1,38 em?; 0,65 cm? .

In unserem Fall ist Jys das grosste Trégheitsmoment, also

Jys = 1,38 em?, Jzo = 0,65 em*.

11. Rotationskérper

In der Technik kommen vielfach Rotationskérper vor, von denen man die Tragheits-
momente bestimmen will. Wenn der Korper homogen ist (Dichte p = konst.), dann lassen sich
die Massentrigheitsmomente bei Rotationskorpern immer einfach aus Flichenmomenten
berechnen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie auch diese Aufgabe mit dem Integraphen
gelist werden kann.

Abbildung 11a stellt einen einfachen Rotationskiirper dar, dessen Rotationsachse als
z-Achse eines rdumlichen Koordinatensystems angenommen wird. Ein Punkt seiner Ober-
flache ist durch die Zylinderkoordinaten, z, r, ¢ bestimmt.

1 Man vgl. dazu etwa Firer, Technische Mechanik, Band 3, Seite 83. 7. Auflage. Teubner Leipzig.



Wir betrachten zunéchst einen Halbmeridianschnitt dieses Rotationskorpers. Abbildung
11b stelle diesen Halbmeridian dar. Von diesem zeichnen wir mit dem Integraphen nach der

Zz

3
\
4 \df dz T df,
Z L
, l
R
o—T = R
“an Asb, 1t ¢
Abb, fib HALBMERIDIAN
x ROTATIONSKORPER HALEMERIDIAN

in Nr. 4 und 5 angegebenen Weise folgende Flachen und Momente beziiglich der z-Achse :

Flache : F =fzdr=fd,f.
Stat. Moment : M, =fr df ,
Tragheitsmoment : I = f rE#df,
Moment 3. Ord.: M, =fr3d;‘.

Ferner bestimmen wir noch nach Nr. 9 das Deviationsmoment €. und das Moment
3. Ordnung M, des Halbmeridians beziiglich Achsen durch 0 (Abb. 1Ic).

re r
% = J it faGden [xct

Gemischtes Moment :

L] rE r
M. :fj Z°r dr dz =fz“§ dz ;fzzﬁdh.

Wir gehen nun zum HRotationskorper iiber. Aus der Abbildung 11d erkennen wir, dass
dieser sich aus konzentrischen Hohlzylindern aufbauen lisst. Ein solcher Zylinder hat das
Volumen dV

Deviationsmoment :

dV=2marzdr=2xrdf.
Infolgedessen ist das Volumen des ganzen Korpers:
v =f2rf:rd,f =2rxM,.
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Darin ist M, das oben bestimmte statische Moment der Halbmeridianflache beziiglich der
z-Achse.

Das Tragheitsmoment 6, in bezug auf die z-Achse setzt sich aus den entsprechenden
Trigheitsmomenten der Hohlzylinder zusammen. Da die Dichte g fiir den ganzen Kirper
dieselbe sein soll, so kann man sie vor das Integralzeichen setzen.

E}g=9fr22;rzrdf=Engfrsdf=2?tQM3z-

Dieses Tragheitsmoment bestimmt sich also, indem man M3, mit 2x p multipliziert.

o P S

- ]
g

. e

U

Abb. ffe

x ROTATIONSKGRPER AUS x Abb, fid
SGHEIBEN AUFGEBAUT ROTATIONSKORPER AUS
ZYLINDERN AUFGEBAUT

Neben dem Triagheitsmoment um die z-Achse ist auch das Trigheitsmoment um eine
Querachse (beispielsweise um die x-Achse) wichtig. Aus der Definition dieser Trégheitsmomente
kiénnen wir eine bemerkenswerte Beziehung ableiten :

B, =f(:|:’ + 2 dV, 0, =f(mﬂ + zdV, o, zf(_—,;e +y®dv.
Wir addieren die ersten zwei Momente und erhalten
6.+ 6, =0, +28,,,

worin 0., = f z8dV bedeuten soll; wir nennen #,, ein Trigheitsmoment beziiglich der
1
xy-Ebene. Fiir einen Rotationskorper sind 6, und 6, einander gleich, so dass 0, = 3 6, + 0,

wird. Wenn es gelingt, ,, mit dem Integraphen zu bestimmen, so kann auch 6, mit dem
Integraphen bestimmt werden.
Es ist nun

ﬂ_r =] sz“dVl §
wenn dV, das Volumen einer Scheibe bedeutet: (Abb. 11e)
AV, = rtmdz = 2::(;-"1:1;1).
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Damit ergibt sich fiir 6,
Oy = Eﬂgfz’ (éd;‘l) —2moM,,,,

O, =mpMa: 4 2mpo M,

s0 dass

ist.
Fiir das statische Moment beziiglich der x-Achse erhalten wir auf ahnliche Weise :

M, =fzd'v'1= 2njz(£d;’1) =27 C,.

12. Differenzieren

Der Integraph kann auch zum Differenzieren gebraucht werden, da das Differenzieren
nur die umgekehrte Operation des Integrierens ist. Wir konnen daher nur den Fahrstift und
den Schreibstift vertauschen. Jedoch ist noch auf folgenden Unterschied hinzuweisen : Beim
Integrieren muss man den Fahrstift einer Kurve nachfithren, heim Differenzieren dagegen
muss ausserdem der Fahrstift in der Richtung der Kurventangente mitgedreht werden.
Damit man dieses Drehen exakt ausfithren kann, wird beim Differenzieren nicht ein gewihn-
licher Fahrstift eingesetzt, sondern ein Spiegel, ein kleines Glasprisma oder eine Marke mit
zwei Punkten, welche das Einstellen auf die Kurventangente ermioglichen,

Der Spiegel ist vertikal zum Plan gestellt und wird immer derart gerichtet, dass er senk-
recht zur Kurventangente steht; das ist dann der Fall, wenn die Kurve und ihr Spiegelbild
bei der Trennungsstelle die gleiche Tangente haben.

Das Glasprisma hat ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck als Grundfliche. Die
HypotHenusenfliche liegt auf dem Papier, und die Kante des rechten Winkels soll senkrecht
zur Kurventangente gefithrt werden : dies ist der Fall, wenn die Bilder der Kurve, von oben
durch das Prisma betrachtet, sich in der Kante treffen.

Die Marke mit zwei Punkten sitzt unten an einem Glasstab, durch den man sie von oben
betrachten kann. Die Punkte werden so eingestellt, dass beide immer auf der Kurve liegen.

Der Integraph wird bei allen diesen Einstellungen nur an den Handgriffen ( (siehe persp.
Bilder Nr. 2) gelenkt. Er muss also jetzt auf der Seite des Schreibstiftes gefiihrt werden. Mit
etwas Uebung wird man bald dazu kommen, den Fahrstift in die gewiinschte Richtung zu
lenken und zu fithren. Man merke sich, dass man den Stift nie direkt fithren darf.

Die Richtungsiibertragung auf den Spiegel, das Prisma oder den Glasstab geschieht bei
den gewdhnlichen Integraphen mit einem einfachen Hebel, der auch zum Drehen der Reiss-
feder dient. Integraphen, mit denen man ofters differenzieren will, kann man mit einer
Zahnradiibertragung versehen.

Zum Differenzieren verwende man eine nicht zu grosse Basis, deshalb eignet sich der
Tischintegraph besonders gut zum Differenzieren.

Aus den Ordinaten der differenzierten Kurve erhilt man die Werte fiir den Differential-
quotienten dG/dx durch Dividieren mit A. (Man vgl. dazu die Ausfithrungen in Nr. 1.)

Als Beispiele seien erwéihnt :

Aus einer registrierten Geschwindigkeitskurve ergibt sich durch Differenzieren nach der
Zeit die Beschleunigung. Aus dieser kann man iiber die wirkenden Krafte Aussagen machen.
Denn bekanntlich ist: b = dofdi und F = mb, worin b = Beschleunigung, v = Geschwindig-
keit, t = Zeit, F = Kraft und m = Masse bedeuten,
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Aus einem Arbeitsdiagramm bekommt man durch Differenzieren nach der Zeit die
; . dA ; . ;
momentane Leistung P. Es ist nadmlich: P = E , worin A die Arbeit bedeutet.

Wir besprechen noch folgendes Beispiel.

Es ist eine registrierte Geschwindigkeitskurve ecines Fahrzeuges gegeben (Abb. 12q).
Auf der z-Achse ist die Zeit { in Minuten aufgetragen und die Ordinaten geben die Geschwindig-
keiten in km/h an. 1 em in der Ordinate bedeutet 20 km/h. Die Beschleunigung des Fahrzeuges
erhilt man durch Differenzieren. Wir differenzieren mit der Basis 4 =5 min, also ergibt

1 em Ordinatenlange :
20km/h 20 km/h 1 m

5min  300sek 54 sek?

Wir messen am Anfang eine Kurvenhohe von 5,3 cm. Das entspricht einer Anfangsbeschleu-
nigung von rund 0,1 m/sek®

Zur Zeit t = 161/, min bemerken wir in der Geschwindigkeitskurve einen Knick (starkes
Bremsen). Die Beschleunigung muss dort einen Sprung besitzen, der in der Tat in der Zeichung
zu sehen ist.

Ein weiteres Beispiel [iir das Differenzieren ist in den Abbildungen 12b und 12c auf-
gezeichnet. Die Grundkurven sind durch Versuche festgestellte elastische Linien von Balken

A ELASTISCHE LINIE

7 ELASTISCHE LINIE
e BRSIS =

L ]

X' ; -
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(Briicken, Tragflichen). In Nr. 7 haben wir aus dem Biegungsmoment M, dem Trigheits-
moment J der Querschnittsfliche und dem Elastizititsmodul E die elastische Linie durch
Integration gewonnen. Hier unternehmen wir das Umgekehrte. Wir bestimmen aus %, J und
E die wirkenden Biegungsmomente, Es ist

e TR
—JE

o

7

Fiir die Bruchfestigkeit ist die maximale Zug- oder Druckspannung o, massgebend. Wenn
d den Abstand des Balkenrandes von der neutralen Zone bedeutet, so ist

Md
umnxz_:’?”'E'd*
J
Um oy, zu finden, muss man daher die elastische Linie zweimal differenzieren.

13. Fehlerrechnung

Es liege eine Messreihe von N Messungen vor. Von diesen N Messungen ergeben n; den
Messwert x;. Hier ist der Messwert x; nicht scharf definiert, da bei der Versuchsanordnung
immer mit einer Beobachtungsungenaunigkeit zu rechnen ist. Der Messwert x; ist also sinn-
gemdéss durch ein Intervall von der Breite Ax festzulegen.

Von einer solchen Messreihe interessiert uns

1. die Anzahl der Messungen N;
2. der Mittelwert der Messungen & ;
3. die Streuung der Messung o,

Diese drei Grissen lassen sich alle mit dem Integraphen bestimmen. Zu diesem Zwecke tragen
wir unsere Messreihe graphisch auf (Abb. I3). Wir erhalten eine Treppenkurve. Die Hohe
jeder Stufe entspricht der Zahl n;, die Breite ist durch das Messintervall Ax gegeben. Wir
nennen diese Kurve die Haufigkeitsfliche.

Die Anzahl der Messungen wird durch die Summe

N =Zn,

erfasst. Graphisch erhalten wir N als Flacheninhalt der Haufigkeitskurve.
Der Mittelwert & der Messungen, definiert durch die Gleichung:

23 E.ﬁ'l‘I;

=N

ist nichts anderes als die Schwerpunktsabszisse der Haufigkeitsflache.
Die Sfreuung der Messung ist gegeben durch die Beziehung

o=+ l/zni(%: &,

Darin stellt Zn;(x;—&)* das Trigheitsmoment J der Haufigkeitsfliche beziiglich der Schwer-
punktsabszisse dar.
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CHARAKTERISTISCHE GROSSEN EINER MESSREIHE

Unterste Kurve : gemessene Verteilung ; Messintervall 0,5 min, Masstab der Abszisse:
1 em = 0,5 min ; Masstab der Ordinate: 1 em = 20 Ereignisse pro Messintervall.

Zweitunferste Kurve ;: 1. Integralkurve der gegebenen Verteilung. Basis der Integration:
1,25 min = 2,5 Messintervalle; Masstab in der Ordinate: 1 em = 2,5.20 Ereignisse
= 50 Erecignisse. Ablesung: N = 102 Ereignisse.

2, Kurve von oben gibt die 2. Integralkurve, der Punkt C bestimmt die Mittelwertsabszisse &.
Ablesung: & = 10,8 min,

Oberste Kurve ist die 3. Integralkurve. Ablesung: ¢ = + 0,6 min.
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Iso : —
Es ist also - {
= |/ -

Es gelingt auch, die Streuung ohne Rechnung rein graphisch aus den 3. Integralkurven
der Haufigkeitsflache zu finden.

Integriert man ndmlich derart, dass die eine Integralkurve der x-Achse der Haufigkeits-
fliche immer zur x-Achse fir die folgende Integration gemacht wird, so ergibt sich in der
3. Integralkurve als Schlusslinie A”" B"’ eine Parabel, deren Gleichung nach dem Satz von
Steiner folgende Form haben muss :

Y = J 4 (x— EPN.

Schneidet man diese Kurve in der Hohe der doppelten Mittelwertsordinate ¥ = 2J/42 =2Y_,
so liegen die Schnittpunkte gerade um o von der Mittelwertsabszisse entfernt.
Aus o lisst sich durch eine einfache Rechnung der mittlere Feller m des arithmetischen

Mittels bestimmen. Es ist : .

m=———-:-=
l-’r;w‘— 1

14. Linienintegrale

Man michte von einer Kurve € die folgenden Linienintegrale berechnen :

S=fds, m:fmds, izf:cﬂds

worin ds das Bogenelement der Kurve sei. Auch diese Integrale lassen sich mit einem Inte-
graphen ausmessen, Da der Integraph aber nur von einer Fliche Momente zeichnen kann,
s0 muss man versuchen aus der Kurve eine geeignete Flache zu konstruieren, deren Momente
in einem einfachen Zusammenhang zu den Momenten der Kurve stehen. Zu diesem Zweck
zeichnen wir Abstandskurven C' und C” je im Abstand a von der Kurve € und erhalten so
einen Streifen der Breite 2a. Falls die Kurve Endpunkte hat (nicht geschlossen ist), so grenzen
wir den Streifen durch die Kurvennormalen in diesen Endpunkten ab.

Ein Punkt P der Kurve habe die Koordinaten z, y,
r sei der Kriimmungsradius der Kurve in diesem
Punkte (Abb. 14). Die Kurvennormale hilde mit der
positiven x-Achse den Winkel ¢ ; auf dieser Normalen
liege der Punkt P (% #) des Flachenstreifens, Der
Abstand PP werde mit n bezeichnet,

Ein Fliachenelement df des Streifens an der Stelle P
kann folgendermassen ausgedriickt werden :

¥

df = (r + n)dn dg.

¢ x Berechnet man daraus das Flachenelement df des

Sektors, der durch zwei benachbarte Normalen aus
dem Streifen ausgeschnitten wird, so findet man :

Abb. 14

IKurve C mit seitlichen Streifen.
P = r: Krimmungsradius.

+a
(Zamp 12, Verlag Birkhiluser, Basel) df ::f (r+n)dndp = 2ardp = 2a ds

n=—a
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worin ds = r dg das Bogenelement der Kurve C ist. Somit kann die Bogenl4nge

S=J‘ds
F:fﬁ

der Kurve C aus der Fliche F

berechnet werden. Es ist:

Da F mit einem Planimeter oder einem Integraphen bestimmbar ist, so ist es nach dieser
Formel auch S.

Das statische Moment einer Kurve

Unter dem statischen Moment einer Kurve versteht man den Wert des Integrals

m :fx ds. Man bilde das statische Moment M = ff df des Streifens. Da
Z=x+ncosg und df = (r + n)dn dg

ist, erhélt man fiir das statische Moment dM des Sektors:

“+a
2
dM = | #(r + n)dn dg = 2a(zr dg + %cosgi dg) .

n=-—a

Daraus erhéilt man fiir M :

2
M= 2a[f:|:ds —l—%(cosm,—cos%)

wo g, (bzw. @,) der Winkel ist, den die Anfangs- (bzw. End-) normale mit der positiven a-Achse
einschliesst.

Das zweite Glied verschwindet bei einer geschlossenen Kurve, und bei Kurven deren
Anfangs- und Endnormalen parallel oder symmetrisch zur x-Achse sind. Es ist dann

M
ds = —-
f:r s s

Falls dies nicht zutrifft, muss man das statische Moment M, fiir einen weitern Streifen
bestimmen. Wir wiahlen einen solchen, dessen Rand einen Abstand @, = 24 von der Kurve C
hat. Durch Kombination von M und M, lasst sich das stérende Glied eliminieren, es ist dann :

2 ds — SM—MI_
12a



Trigheitsmoment der Kurpe C
Das Trégheitsmoment der Kurve C beziiglich der y-Achse ist definiert durch
fas f 22ds.

I=fﬁ#

Man bilde I

iiber dem Streifen. Das Trigheitsmoment des Sektors dI berechnet sich dhnlich wie oben das
statische Moment dM. Wir erhalten :

2

dl = 2a [x’*r dep + % (rcos*p + 2x cos p) d:p] .

Man findet

i =fm=ds + a*k;
2a
k ist eine Lénge, die nicht von der Streifenbreite abhéngt und im allgemeinen nicht verschwin-
det, Um Ek zu eliminieren bestimmen wir das Tragheitsmoment I; des Streifens mit doppelter
Breite.

Wie oben findet man

81—1
?ds = ——-
f : 12a

Da man auch gemischte Momente mit dem Integraphen bestimmen kann, so gelingt es auch
Kurvenmomente von der Form
f ay ds

mit dem Integraphen auszuwerten (man vgl. dazu den Abschnitt 9).

Die Methode des Streifens, wie sie hier entwickelt wurde, geht nur solange als a (bzw. a;)
kleiner ist als r. Inshesondere versagt sie dort wo die Kurve C eine Ecke hat. Man kann sich
jedoch so helfen, dass man die urspriingliche Kurve an der Ecke teilt. Die Streifen der beiden
Teilkurven iiberlappen sich dort, was aber das Integrieren mit dem Integraphen nicht hindert.
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Groéssenverhiiltnisse der Integraphen.

No. des Kataloges

Seitliche Bewegung
des Fithrungs-
und Integrierwagens

Verstellbarkeit der Basis

27 cm = 10 #/,"

15 em bis 5 em
oder
6" bis 2"

Typ II 41

52 ¢cm = 21"

20 em bis 5 cm
oder
8’ bis 2*

Typ III 41a

70 em = 30"

25 cm bis 5 cm
oder
10* his 27

Typ IV 41

100 em = 40"

30 ¢m bis 5 cm
oder
12" bis 2

Typ I 40
Tischintegraph

15 cm= 6"

in & und y Richtung

0,25 em bis 6,5 em

3" bis 27/,
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